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CAPITULO 6: Conclusiones

INTRODUCCION.

Esta memoria de investigacion responde a la preocupacion de la investigadora por
indagar acerca de la informacion que ofrecen los libros de texto de matematicas a los
alumnos, y como ésta ha ido variando a lo largo de la historia de la ensefianza del Andlisis
Matematico. Aunque en el marco tedrico se ha hecho referencia a la linea de investigacion
correspondiente a Pensamiento Matematico Avanzado, y a pesar de los numerosos estudios
que se vienen haciendo en este campo de la Did4ctica de la Matematica, este trabajo aporta
lineas novedosas de investigacion, por cuanto:

e Ninguna de las investigaciones habia abordado los conceptos relativos a los
puntos criticos.

e No se habia hecho ningun estudio historico acerca de la ensefianza del
Analisis Matematico, ni siquiera en sus origenes.

e No se habia evaluado el material curricular que se pone a disposicion de los
alumnos en la educacion secundaria.

¢ No se habian analizado las diferentes opciones y cambios que plantea el uso
de las nuevas tecnologias en el aula de matematicas.

Estas han sido las razones que nos han llevado a interesarnos en el estudio de los
libros de texto, y en particular en la ensefianza de los puntos criticos. El analisis de los
libros de texto nos muestra la diversidad de la interpretacion dada a los programas y
cuestionarios, tanto en su redaccion, como en la organizacion del saber a trasmitir y en la
finalidad de las actividades a realizar. Dicho analisis debe tener en cuenta dos dimensiones
opuestas pero propias de los libros de texto: una dimension objetiva relacionada con la
funcion del libro de texto como trasmisor del saber establecido y en particular de una forma
de representar los conceptos matematico, y una dimension subjetiva, relacionada con el
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papel del autor como comunicador de un saber y el del alumno como receptor de un saber
que ha de interpretar.

Hemos partido de la nocidn de representacion, asi como de la clasificacion realizada
por Janvier (1987) sobre los sistemas simbdlicos de representacion utilizados en el Analisis
Matematico. Partiendo de las premisas establecidas por este autor, todo aprendizaje relativo
a las funciones no se ha de limitar a una sola forma de representacion, sino que ha de
incluir la capacidad de traducir de una representacion a otra. Hemos comprobado que cada
una de las cuatro formas de representar una funcion, ha tenido una génesis distinta, una
aplicacion diferente en el Andlisis Matematico, y por lo tanto era necesario un estudio
historico de los métodos y procedimientos que estan relacionados con ellas, para poder
usarlas de una forma coherente en el aula.

Inicialmente hemos llevado a cabo una seleccion de las fuentes, tanto en relacion
con los que hemos denominado libros historicos de texto, como en torno a los libros de
texto usados en la educacion secundaria, para lo que, hemos utilizado conclusiones y
reflexiones de investigaciones anteriores. En cuanto a los libros histéricos de texto, nos han
servido para poder describir la evolucion en la presentacion de los conceptos relativos a los
puntos criticos, asi como las diferentes concepciones que influyeron en la utilizacion de una
de estas concepciones y que ha sido descrito en el capitulo 3.

Seguidamente indagamos acerca del momento en que se introdujeron los conceptos
de Andlisis Matematico en la ensefianza secundaria en Espafia, de forma que hemos
dividido en cuatro etapas dicha ensefianza, correspondientes en general, a sucesivos planes
de estudio que imponian una cierta concepcion de las Matematicas y de su ensefianza. Para
poder llevar a cabo un andlisis lo mas exhaustivo posible acerca de la forma de
presentacion de los puntos criticos en estos libros de texto, hemos elaborado un instrumento
de andlisis en el que, a partir de ciertas categorias y dimensiones, podemos establecer un
perfil que caracteriza cada uno de los libros. El hecho de establecer este instrumento de
anélisis nos ha hecho reflexionar acerca de las caracteristicas que poseen cada uno de los
sistemas simbolicos de representacion y su presencia de una forma u otra en los libros de
texto. Para cada uno de los libros analizados, hemos establecido su perfil, que nos ha
permitido asignarles un determinado caracter: expositivo, tecnolégico o comprensivo.

Hemos utilizado las nuevas herramientas surgidas a partir de los avances
tecnoldgicos llevados a cabo en los ultimos afios, a pesar de que su implantacion en las
aulas es reducida, pero consideramos necesario este estudio, para poder comparar con las
otras opciones existentes en el momento, de forma que se pueda llevar a cabo una eleccion
del enfoque que se quiere dar a la ensefianza de los conceptos de una forma critica y
razonada. La introduccion de la calculadora grafica y en general de las nuevas tecnologias,
permite disponer de maquinas que automatizan, facilitan y simplifican muchas de las
traducciones entre las representaciones funcionales, y permiten, por lo tanto, dirigir mas la
ensefianza hacia la comprensién de los conceptos que hacia la adquisicion de automatismos
de célculo.
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Finalmente, hemos desarrollado las conclusiones de cada una de estas etapas. En los
préximos apartados, resumimos los resultados de la investigacion desde el punto de vista de
los logros de objetivos, de la confirmacion de las hipotesis enunciadas, asi como de las
limitaciones del trabajo y de las implicaciones para futuras investigaciones.

6.1.- CONSECUCION DE LOS OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION.

En este apartado analizaremos en qué medida han sido alcanzados los objetivos que
nos habiamos planteado al iniciar este trabajo.

Objetivo 1: Identificar y caracterizar los diferentes sistemas simbdlicos de
representacion en el campo del Andlisis Matemaético, distinguiendo sus
componentes sintacticas, semanticas, pragmatico-didacticas y socio-
culturales.

En el capitulo 1, apartados 1.5.6, 1.5.7, 1.5.8, 1.5.9 han sido descritos cada uno de
los sistemas simbolicos de representacion que se han considerado a lo largo de este trabajo
de investigacion. Para cada uno de los cuatro sistemas: verbal, tabular, grafico y simbdlico,
se ha realizado una revision de los trabajos relativos a alguno de ellos, indicando tanto las
distintas formas en que han sido considerados en dichos trabajos, como la forma en que han
sido considerados a lo largo de la realizacion de esta investigacion. Se han descrito
igualmente las componentes sintacticas, semanticas, pragmatico-didacticas y socio-
culturales que poseen y que permiten diferenciar unos sistemas de otros. Se han clasificado
en diferentes tipos dentro de cada uno de los sistemas de representacion, definiendo cada
uno de ellos en el apartado 2.4.3.4, aunque dicha clasificacién se refiere exclusivamente a
aquellas representaciones que se han utilizado en relacion con el concepto de punto critico,
es posible, que si se consideran en relacion con todos los conceptos del Analisis
Matematico, aparezcan otros tipos de representaciones. Finalmente se han establecido las
dimensiones que permiten asignar un determinado carécter a la forma de presentacion de
cada uno de los tipos considerados en cuanto a su presencia en los libros de texto. En
resumen, el proceso de caracterizacion de los sistemas simbolicos de representacion se ha
llevado a cabo mediante la revision de trabajos previos, su descripcion, su clasificacion
dentro de cada sistema, y el establecimiento de categorias para llevar a cabo un analisis
adecuado.

En consecuencia consideramos que el primer objetivo ha sido conseguido en cuanto
que hemos descrito, identificado y caracterizado cada uno de los sistemas simbdlicos de
representacion del Analisis Matematico en las categorias sintactica, semantica, socio-
cultural y pragmatico-didactica.
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Objetivo 2: Desarrollar un modelo de andlisis de libros de texto que sirva
para caracterizar el tipo de representaciones que utilizan.

Este modelo se ha desarrollado en el apartado 2.4.3 del capitulo 2, de forma que se
han abarcado no sélo los libros de texto utilizados en la ensefianza secundaria durante el
siglo XX, sino que se ha establecido un modelo de analisis de los libros historicos de texto.
El modelo de analisis se puede considerar dividido en tres niveles segun el grado de
profundidad y especificidad del analisis realizado. Asi, en el primer nivel, el mas general,
se han elaborado fichas de referencia que permiten identificar de cada uno de los libros, en
las que se incluyen el nombre del autor, el afio de nacimiento y fallecimiento (en el caso de
los libros histéricos), el afio, lugar y editorial tanto de la primera edicion como de la edicion
consultada, y la localizacion del manual. En el segundo nivel, y para tener una vision
amplia de cada una de las obras, se han considerado dos elementos como son la
contextualizacion e intencionalidad de autor por un lado y la caracterizacion de la
estructura del material. El primero de estos elementos nos ha situado en el momento
historico en el que se escribié y utiliz6 cada una de las obras, asi como las influencias
sociales que intervinieron en la presentacion de los contenidos relativos al Analisis
Matematico, y el segundo nos ha informado acerca de los contenidos que se consideraron
en un determinado momento pertinentes, su secuenciacion y algunas caracteristicas fisicas
de su presentacion. Por ultimo en el tercer nivel, el méas particular, nos hemos centrado en
los sistemas simbolicos de representacion utilizados especificamente en cada una de las
obras, para lo que se han seleccionado unidades de informacion clasificadas en cada uno de
los sistemas: verbal, tabular, grafico o simbolico. Estas unidades han sido analizadas en
torno a cuatro categorias: sintictica, semantica, pragmatico-didactica y socio-cultural que
creemos que son las que permiten caracterizar las expresiones utilizadas. Consideramos que
este objetivo ha sido conseguido, por cuanto nos ha permitido caracterizar cada uno de los
libros seleccionados, y que puede ser de utilidad para aplicar a otros libros, otros materiales
y otros contenidos que queramos analizar.

Objetivo 3: Analizar los cambios producidos en dichos sistemas de
representacion desde su origen, estableciendo diferentes etapas en su
evolucion, buscando las causas (socio-culturales, epistemoldgicas y
didacticas) de estos cambios y las consecuencias que se puedan derivar en el
proceso de enseflanza-aprendizaje.

Los cambios producidos en los sistemas de representacion han sido analizados en
tres bloques distintos correspondientes a: los libros historicos de texto, los libros utilizados
en la ensefianza secundaria en Espafia y la incorporacion de las nuevas tecnologias. En
cuanto al primer grupo, se han especificado para cada uno de los libros analizados las
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conclusiones relativas a los aspectos socio-culturales, epistemolégicos y didacticos, y
finalmente en el apartado 3.8 se han establecido las conclusiones generales en las que se
han establecido diferentes apartado en relacion con los sistemas simbdlicos de
representacion. Asi se ha visto que inicialmente se utilizaron de forma prioritaria las
descripciones de tipo geomeétrico manteniendo el tipo de problemas que se intentaban
resolver desde la época de los griegos, con lo que las representaciones gréficas utilizadas
hacen énfasis mas en la curva que en la funcién a la que representa. Asi lo hemos
observado en los libros de I’Hopital y MacLaurin, que procuran continuar con los métodos
y las concepciones de la matematica establecidas en la matematica griega. Posteriormente,
se centro la atencion en la representacion simbolica de las funciones, de forma que se llevd
a cabo una clasificacion, tanto de las curvas como de los tipos de puntos criticos, en
relacion con las expresiones algebraicas de las funciones, tal fue el caso de la clasificacion
realizada a partir de Euler y continuada por Bézout y Bails, y Lagrange. Este cambio,
estuvo determinado tanto por la importancia que se le va concediendo poco a poco dentro
de la matematica al concepto de funcidén, como en cuanto a la presentacion de una
determinada estructura y organizacion de los conceptos del Andlisis Matematico en los
libros de texto, para mantener una secuenciacion coherente y repetitiva a lo largo de dicho
texto, que permita la identificacion y clasificacion de cada uno de los conceptos.
Posteriormente Lacroix realiza una aportacion en la que intervienen, complementandose los
aspectos graficos y los algebraicos. Se puede suponer que la inclusion de estos dos aspectos
tiene fines exclusivamente didacticos para facilitar la identificacion de los conceptos por
parte de los alumnos. Por ello, aunque inicialmente se ofrecia una vision de los conceptos
relativos a los puntos criticos muy dindmica a traves de la descripcion geométrica de
fendbmenos matematicos, posteriormente con la utilizacion casi exclusiva de las
representaciones de tipo algebraico, se condujo al Analisis Matematico hacia una vision
fundamentalmente estatica en la que se manejaba el concepto de funcion como un objeto de
estudio.

En cuanto al segundo grupo, formado por los libros de texto de educacion
secundaria en Espafia a lo largo de mas de sesenta afios, que han sido abarcados en el
apartado 4.5, se ha establecido el aumento progresivo que se ha producido en cada periodo
respecto del periodo anterior del tipo de problemas ofrecidos para su estudio, pasando de la
importancia concedida a los problemas relacionados con fenémenos pertenecientes a la
Fisica a la consideracion de problemas exclusivamente matematico, la incorporacion
posterior de problemas economicos y finalmente la inclusion de algunos aspectos de tipo
grafico. Hemos podido establecer ademas una primera clasificacion de las definiciones de
los puntos criticos en funcionales, reglas y definiciones gréficas, siendo las primeras las que
casi exclusivamente caracterizan a los puntos de inflexion, mientras que la caracterizacion
de los puntos extremos ha pasado en los diferentes periodos de unas a otras, de forma que,
en general, en el primer periodo se identifican de forma grafica, en el segundo de forma
funcional, en el tercero a partir de una regla, y en el Gltimo se utilizan indistintamente la
forma funcional y la regla. En cuanto a las gréaficas, se han utilizado tanto en un papel de
ayuda a la visualizacién de los conceptos como, fundamentalmente en el ultimo de los
periodos considerados, en cuanto a su papel de clasificacion de los puntos criticos, pero
utilizando una visién fundamentalmente estatica. La utilizacion de las tablas ha sido muy
escasa, siendo de apoyo a otro tipo de representaciones, y en cuanto a las expresiones
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simbolicas, se han considerado casi exclusivamente las de tipo algebraico, siendo escasas
las funciones no derivables en los puntos criticos, asi como cualquier tipo de funcion en el
que su representacion gréafica sea un poco mas complicada de lo habitual. Hemos de
destacar ademas, la desaparicion en estos libros de texto de los llamados puntos de
retroceso, que habian tenido una presencia constante en los libros de texto historico, y en la
ausencia, en la definicion de los puntos criticos, de la consideracion de la posibilidad de
tangente vertical. Esto contrasta con algunas investigaciones realizadas en relacion con la
posicion de la tangente, en las que se consideran tanto los casos de puntos cuya tangente es
horizontal como de aquéllos en los que es vertical.

En cuanto a las posibilidades relativas al uso de las nuevas tecnologias, la propia
construccion que se hace de las gréficas y tablas, sugiere una vision dindmica del concepto
de funcidn ligado a la idea de variacion, lo que esta mas en consonancia con el origen,
construccion, desarrollo y aplicacion de esta rama de las matematicas. Ademas se han
observado ciertos aspectos novedosos respecto de la utilizacion de los sistemas simbolicos
de representacion como la categoria concedida a las tablas funcionales que pasan a ser
consideradas al mismo nivel que cualquier otro sistema de representacion, la posibilidad de
traduccion entre diferentes sistemas de representacion en ambos sentidos y en pantallas
independientes, la importancia que adquiere el dominio de definicion de la funcion, la
posibilidad de concebir las gréficas de las funciones desde un punto de vista geométrico-
dinamico (al igual que hacian los matemaéticos clasicos) animando las construcciones
realizadas, la posibilidad de obviar la expresion simbolica de la funcidn, la consideracion
de la funcion desde un punto de vista local enfatizado por la herramienta que permite hacer
zoom en la gréfica,... El uso de las nuevas tecnologias permite, ademaés, el estudio de
funciones que hasta ahora era impensable, por la dificultad asociada a su representacion
grafica, de forma que se pueden estudiar funciones sencillas como las que aparecen
normalmente en los libros de texto, pero también se pueden considerar funciones definidas
por una serie de potencias, funciones trigonométricas mas complicadas, funciones definidas
en coordenadas tanto cartesianas, como polares o paramétricas, con lo que el abanico de
funciones es realmente amplio. Incluso, se puede realizar el analisis de una funcion
obtenida directamente a partir de un experimento o una situacion real. La concepcion de la
grafica de una funcion varia segun su forma de utilizacion, de forma que puede percibirse
desde puntos de vista diferentes: como pares ordenados de valores (punto de vista
aritmético), como una traza formada por puntos “unidos” (vision grafica-dindmica) o como
lugar geométrico (vision geométrico-dinamica).

Resumiendo para cada uno de los sistemas, hemos de destacar:

e En cuanto al tipo de problemas presentados, primeramente se consideraban problemas
de tipo general, en el que se establecia toda una familia de soluciones y que estaban
relacionados con situaciones de tipo geométrico, posteriormente se paso al
establecimiento de una clasificacion de situaciones de tipo algebraico en las que los
puntos criticos se relacionaban con la estructura de las expresiones simbdlicas, a partir
de entonces se incluyeron de forma sucesiva problema de tipo fisico, matematico,
economico y finalmente gréfico.
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e En cuanto a las definiciones se ha pasado de la consideracion de los puntos desde un
punto de vista grafico asociado a una curva, a su definicidn, estableciendo una regla de
calculo para finalmente considerarlos a partir de un cierto valor de la funcion.

e En cuanto a las tablas, inicialmente no se utilizan como medio de representacion, lo que
es claro en los libros historicos de texto, pasan a utilizarse con un papel intermedio en la
representacion grafica de funciones en los libros de educacion secundaria en Espafa y,
finalmente, mediante la utilizacion de las nuevas tecnologias adquieren un papel similar
a cualquier otro tipo de representacion, de tal forma que, mediante sucesivos
afinamientos se puede llegar a obtener una idea bastante exacta del comportamiento de
una funcién en el entorno de un punto, y resulta un método muy sencillo y exacto para
el célculo de los puntos criticos.

e En cuanto a las gréficas, se ha pasado desde su consideracion como un lugar
geométrico, es decir, estaria relacionada con la traza que describen unos puntos y la
consideracion dinamica de las curvas, a un papel exclusivo de visualizacion de los
conceptos, o de apoyo para la resolucion de problemas mediante la utilizacion de
ideogramas, o la clasificacion de los puntos criticos y su consideracion de los puntos de
la curva como pares ordenados de nimeros, con lo que se obtiene una visién estatica, y
finalmente, mediante la utilizacion de calculadoras gréficas y ordenadores se puede
tener una visién mas global y dindmica, ya que se pueden utilizar cualquiera de estas
formas graficas de representacion anteriormente citadas.

e En cuanto a las expresiones simbolicas, se ha pasado de la consideracion de curvas
definidas como lugares geométricos y cuya expresion simbdlica se obtiene a partir de
identidades de tipo geométrico, hasta la consideracion de funciones casi exclusivamente
algebraico y, finalmente, la utilizacion de funciones en el sentido mas amplio, desde las
maés sencillas, hasta la utilizacion de diferentes tipos de sistemas de coordenadas o, por
ejemplo, la consideracion de funciones de tipo analitico definidas mediante una serie 0
las asociadas directamente a fendmenos fisicos observables.

Dado que nuestro objetivo no es sélo identificar los diferentes periodos sino las
posibles implicaciones en cuanto a la ensefianza, hemos de destacar que el tipo de
enseflanza que caracteriza la utilizacion de los libros histéricos es meramente expositiva,
mientras que la utilizacién de los libros de texto de educacion secundaria esta relacionada
mas con la realizacion y solucion de ejercicios, la mayoria de los cuales se resuelven de una
forma rutinaria y mecanica, estando los problemas “preparados” en funcién del proceso de
su solucion, por ello, el perfil de la mayoria de los libros es de tipo tecnoldgico, y
finalmente la utilizacion de las nuevas tecnoldgica incide mas en la comprension de los
conceptos y en las diferentes posibilidades de aplicacion de dichos conceptos.

En consecuencia, consideramos que se ha cubierto este objetivo ya que se han
establecido diferentes periodos en cuanto a la forma de presentacion de los sistemas
simbolicos de representacion, desde el primer libro que se escribié relativo a la ensefianza
del Analisis Matematico, haciendo énfasis, en particular, en relacion con el concepto de
punto critico.
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Objetivo 4: Describir cada uno de los libros analizados en funcion de los
sistemas simbdlicos de representacion utilizados.

Al establecer diferentes categorias en relacion con los sistemas de representacion
simbdlica, y para cada una de ellas, de dimensiones relativas a: el enunciado del problema,
las descripciones tedricas, los simbolos utilizados en las tablas, los tipos de expresiones
simbolicas, la fenomenologia, los tipos de descripciones, los tipos de tablas, los tipos de
graficas, los tipos de expresiones simbdlicas, la funcion de los ejercicios, el papel de las
definiciones, las actividades relacionadas con las tablas, la actividades gréficas, el papel de
las expresiones simbolicas, la influencia social y la adaptacion al curriculo, las influencias
didacticas, la aplicacion de las tablas, la presentacion de las graficas y la complejidad de las
expresiones simbdlicas; hemos construido una herramienta que permite describir cada uno
de los libros analizados, estableciendo un perfil de cada uno de ellos y pudiendo
clasificarlos en torno a tres tipos de caracteres: expositivo, tecnolégico o comprensivo.

En consecuencia, consideramos que se han establecido perfiles de cada uno de los
libros analizados, que permiten describirlos en funcion de los sistemas simbdlicos
utilizados y que permiten ademas clasificarlos en uno de tres caracteres posibles, con lo que
se ha cubierto el objetivo 4.

6.2.- LIMITACIONES DEL TRABAJO.
Sefialamos las siguientes limitaciones del trabajo:

e Entre el proyecto de tesis y la presente memoria han quedado objetivos y algunas
preguntas de investigacion sin abordar, debido a que hemos tenido la necesidad de
delimitar el proyecto inicial después de realizar un primer andlisis de los libros de texto
seleccionados.

e A continuacion enunciamos algunos asuntos indicados en el proyecto de tesis que han
quedado descartados en este estudio:

» No hemos podido abarcar todo el campo conceptual del Analisis Matematico, ni
siquiera el correspondiente a la derivada, por cuanto la informacién que ibamos
obteniendo de cada uno de los libros era muy amplia y dificil de sistematizar al
intentar abarcar un campo de trabajo tan amplio. De hecho, penamos que cada uno
de los libros historicos de texto, podrian dar lugar a una tesis.

» Tampoco hemos podido describir las relaciones entre diferentes sistemas de
representacion, y los procesos de traduccion que se realizan habitualmente entre
ellos. Aunque inicialmente, comenzamos a realizar este estudio, dada la magnitud de
los datos que nos hemos encontrado no han podido ser incluidos en esta memoria.
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Este estudio podria dar lugar igualmente a otra tesis que estudie exclusivamente
estos procesos de traduccion.

e Otra limitacion ha estado relacionada con el material publicado en relacion con la
introduccion de las nuevas metodologias en el aula. Ya hemos dicho en el capitulo
anterior, que dado que este tipo de recursos son relativamente novedosos, el material
que hemos encontrado ha sido muy escaso, quedando reducido a articulos en revistas
especializadas, libros de didactica de la matemética y manuales de utilizacion de
calculadoras y software elaborado con fines didacticos.

e Mas que una limitacion, ha sido una dificultad afiadida el trabajar con libros escritos en
idiomas diferentes, no solo por la problematica concerniente al conocimiento del
idioma, sino por la estructura sintactica que diferencia a unos de otros,
fundamentalmente en relacion con el latin. Por ello, hemos tenido que hacer abstraccion
de las estructuras exclusivamente de tipo linguistico, para centrarnos en los aspectos
matematicos.

6.3.- HIPOTESIS DE INVESTIGACION. RESULTADOS

En este apartado analizaremos las hipétesis de investigacion establecidas a la luz de
los resultados obtenidos en los diferentes estudios que componen la investigacion:

Hipdtesis 1: Cada uno de los sistemas simbolicos de representacién poseen
caracteristicas sintacticas, semanticas, didactico-pragmaticas y socio-
culturales muy variadas y que estan relacionadas con diferentes concepciones
de la ensefianza de las matematicas.

Hemos establecido en el apartado 2.4.3.5, una relacion de las caracteristicas
sintacticas, semanticas, pragmatico-didacticas y socio-culturales que poseen cada uno de
los sistemas simbdlicos de representacion considerados, en relacion con el concepto de
punto critico. Esta relacion se ha realizado estableciendo diferentes dimensiones, y para
cada una de ellas se han especificado tres orientaciones distintas, segun el caracter de la
representacion analizada, considerando tres tipos de caracteres: expositivo, tecnologico y
comprensivo, correspondiente a tres concepciones diferentes relativas a la ensefianza de las
matematicas. Utilizando estas caracteristicas, hemos determinado que la mayoria de los
libros que se utilizan en la ensefianza del Analisis Matematico en la educacion secundaria,
pone el énfasis en la practica de las reglas y procesos de calculos, siendo muy escasas las
representaciones que inciden en los aspectos relativos a la comprension de los conceptos.
Podemos afirmar que se ha confirmado la primera hipotesis en el estudio desarrollado.
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Hipdtesis 2: Las descripciones verbales de los fendmenos relacionados con
los puntos criticos en los libros histéricos de texto, en las que se enfatiza
claramente un pensamiento geométrico, favorecen la representacion de estos
conceptos desde un puntos de vista dindmico que enfatiza la nocion de
variacion asociada a las funciones.

Se ha constatado, sobre todo en los libros de I’Hopital y MacLaurin, aparados 3.1y
3.2, como se describian las curvas considerandolas como lugares geométricos que cumplen
unas determinadas condiciones, incluso en las definiciones estd presente este caracter
dinamico “llamamos cantidades variables aquellas que aumentan o disminuyen
constantemente”, y en las expresiones que se utilizan en las descripciones “la abscisa crece
continuamente ...” Ademas el libro de MacLaurin al utilizar la nocion de fluxion para
desarrollar el Célculo tiene un caracter fuertemente dindmico, ya que se supone que las
magnitudes que son objeto de estudio estan dotadas de un movimiento que determina su
variacion en relacion con el tiempo, con lo que son muy frecuentes las menciones que se
hacen al momento en el que se esta considerando la variable. Los términos que se utilizan
en las definiciones también contribuyen a dotarlas de este cardcter dindmico: crece,
después, se hace, se desvanece,... Estos libros han permitido confirmar la hipétesis segunda
que habiamos supuesto en nuestro proyecto de tesis.

Hipdtesis 3: Las representaciones descriptivas y las graficas cartesianas
predominantes en los libros de texto de educacion secundaria en Espafia son
representaciones de tipo estatico, las cuales tanto por sus caracteristicas como
el soporte utilizado, el papel, hace que se ofrezca una vision de los conceptos
del Analisis Matematico como algo fijo, intemporal y no relacionado con la
idea de variacion.

Tanto los fendmenos utilizados para aplicar los conceptos relativos a los puntos
criticos, como las definiciones utilizadas para describirlos y caracterizarlos, hacen
referencia a una vision global de dicho fendbmeno o de la caracteristica que permite
distinguirlos, siendo escasas las unidades de informacion que hemos estudiado en las que se
justifica la pertinencia del problema asociandola a una variacion que hace que en una
determinada situacién exista un punto extremo (como se ha hecho en el libro del Grupo
Cero, 0 en el articulo de Kaput de 1993 que se ha descrito en la pagina 317). Las
definiciones en las que se establece que un punto critico es aquel en el que la derivada es
cero, 0 que un punto extremo es aquel en el que la tangente es horizontal, no inducen a la
consideracion de una situacion dindmica en la que van variando los valores, sino que se ve
de una forma global, como si fuera un todo. Igualmente las representaciones graficas
utilizadas cuyas funciones principales son la visualizacién de los conceptos y su
clasificacion, también inciden en este aspecto global que posee la grafica sin que se
establezca una asociacién con la propia construccion de la curva, con la variacion de los
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valores o0 con la relacion que se puede establecer mediante la comparacion del
comportamiento de la funcion en un entorno del punto. Hemos visto al establecer el perfil
de los libros cédmo han sido tanto estas descripciones como estas graficas las mayoritarias
en las representaciones utilizadas, de modo que de forma general se puede afirmar que en
los libros de texto de secundaria los tipos de representaciones que se utilizan ayudan a
forjar una idea del Andlisis Matematico como estudio de una situacion estatica.

Hipdtesis 4: La introduccion de las nuevas tecnologias en la ensefianza-
aprendizaje de los conceptos del Calculo Diferencial recupera el sentido
dinamico con el que estan relacionados los puntos criticos.

Hemos visto como los materiales didacticos que se pueden utilizar con las nuevas
tecnologias buscan precisamente recuperar el caracter dinamico que es la esencia del
Calculo Diferencial. Este dinamismo se pone de manifiesto mediante la utilizacion conjunta
de diferentes sistemas de representacion, el andlisis y la interpretacion de cada uno de estos
sistemas, utilizando para ello herramientas que ponen a nuestra disposicion estos medios
tecnolégicos, como es el caso del zoom, de la definicion de la ventana (dominio de
definicidn), la utilizacion de la traza para recorrer una curva o el estudio de la variacion de
la pendiente. Ademas mediante la utilizacion del programa de geometria dindmica CABRI,
las construcciones de las curvas permite visualizar este sentido de variacion, y la
interactividad de la construccion realizada, permite observar como la modificacion de los
datos influye en la forma de la gréafica. Esto confirma la hipotesis 4.

Hipdtesis 5: Existen distintos periodos de la ensefianza del Analisis
Matematico caracterizados por la utilizacion de ciertos tipos de
representacion en los libros de texto, y por el énfasis puesto en algunas
caracteristicas de esas representaciones frente a otras.

La utilizacién que hacen los libros de texto de los diferentes sistemas simbolicos de
representacion, asi como el papel que realizan estas representaciones a lo largo del texto,
nos permiten caracterizar diferentes periodos en la ensefianza del Anéalisis Matematico, de
modo que hemos de considerar que el tipo de ensefianza que caracteriza la utilizacion de los
libros histéricos es meramente expositiva tanto de los conceptos que se describen como de
las técnicas que se utilizan, en este caso en relacion con el calculo de los puntos maximos y
minimos, mientras que en los libros de texto de educacion secundaria las representaciones
estdn mas encaminadas hacia la realizaciéon y solucion de ejercicios, la mayoria de los
cuales se resuelven de una forma rutinaria y mecanica, estando los problemas “preparados”
en funcion del proceso de su solucion, por ello, el perfil de la mayoria de los libros es de
tipo tecnoldgico. Hay que hacer notar de todas formas que algunos libros se desmarcan de
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este modelo de ensefianza, principalmente el libro del Grupo Cero, y puntualmente otro
libros como el de Anaya88 o el de SM correspondiente al Gltimo de los planes considerados
(L.O.G.S.E.). Finalmente la utilizacion de las nuevas tecnoldgica incide méas en la
comprension de los conceptos y en las diferentes posibilidades de aplicacion de dichos
conceptos, aportando numerosas novedades respecto de la utilizacion de los libros de texto
como la incorporacion al estudio de los puntos criticos de numerosas funciones no
consideradas hasta ese momento.

Hipdtesis 6: Dentro de cada periodo los libros de texto no se adaptan por
igual a las orientaciones establecidas en los programas oficiales y la
utilizacién de unos sistemas de representacion frente a otros, permite
clasificar los libros de texto.

Hemos visto que las orientaciones establecidas en los programas oficiales no son
siempre las que establecen el modelo de ensefianza. Salvo algunos libros como los textos
piloto correspondientes al segundo periodo considerado, (apartado 4.2) relativo a la
inclusion de la matematica moderna, que se adaptaron a los programas, orientaciones y
cuestionario mas fielmente, en el resto de los libros se producen ligerisimas modificaciones
respecto de los libros del periodo anterior, no s6lo en cuanto a la forma de presentacion de
los conceptos, sino en cuanto a la organizacion, a la concepcion que se tiene de su
enseflanza, a cuestiones de tipo metodologico, etc. A pesar de ello, algunos libros se
desmarcan de las lineas generales que poseen los demas libros del periodo, resultando
incluso mucho mas novedosos que los libros pertenecientes al siguiente periodo. Esto es lo
que ha ocurrido con el libro del Grupo Cero, y en menor medida con el libro de Anaya88
respecto de los libros escritos bajo la L.O.G.S.E. De todas formas hemos de tener en cuenta
que la linea editorial marca considerablemente los libros que publica de forma que son las
editoriales mas que los programas oficiales los que determinan la forma de ensefianza. Por
ello las representaciones que se utilizan en los libros de texto nos permiten hacer una
clasificacion, que aunque inicialmente se ha realizado en tres grupos, se deben considerar
diferentes matices en cada uno de estos grupos, en el sentido de que un libro no pertenece
exclusivamente a uno de ellos, sino que puede tener al mismo tiempo componentes de cada
uno de los tres. Podemos, por ello hablar de un carécter dominante, pero siempre teniendo
en cuenta que este carcter no es determinante, sino que habra diferentes orientaciones en
las expresiones utilizadas.

6.4.- IMPLICACIONES PARA FUTURAS INVESTIGACIONES.

El presente trabajo de investigacion ha permitido avanzar afirmaciones relacionadas
con la presentacion de los puntos criticos tanto en los libros de texto como a través de los
nuevos medios tecnoldgicos. El estudio realizado ha abierto nuevas perspectivas en cuanto
al analisis de libros de texto, y a las aportaciones de las calculadoras y ordenadores. A
continuacion indicamos algunas posibles lineas para trabajos futuros:
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Cuestiones planteadas en el proyecto de tesis no investigadas en esta memoria.

Estudio de las representaciones utilizadas en relacién con otros conceptos del Analisis
Matematico: el concepto de namero real, el de funcién, la derivada o la integral, pueden
ser diferentes conceptos a los que aplicar un andlisis similar al que se ha hecho en este
estudio.

Una vez que las nuevas tecnologias estén mas implantadas en el sistema de ensefianza,
seria necesario que se publicaran materiales para su uso, que deberian tener en cuenta
algunas de las conclusiones a las que se ha llegado a lo largo de esta investigacion, y
que deberian ser evaluados por profesionales.

La importancia que tiene la relacion entre los diferentes sistemas de representacion, asi
como la traduccion entre estos diferentes sistemas deberia ser uno de los objetos de
estudio prioritarios, dado que como hemos dicho en el primer capitulo de esta memoria
que la comprension de los conceptos pertenecientes al Pensamiento Matematico
Avanzado y el establecimiento de una completa red de relaciones entre los diferentes
conceptos y procesos involucrados, son esenciales tanto en relacion con el llamado
crecimiento horizontal, como con el vertical.

Como consecuencia de los hallazgos en esta investigacion.

Disefio de material didactico que permita la utilizacion en el aula de matematicas para
abordar adecuadamente los temas relativos a los puntos criticos.

Aplicacion de los instrumentos elaborados a otras muestras de libros y otros temas
relativos tanto al Calculo Diferencial, como a otras campos conceptuales relativos al
Pensamiento Matematico Avanzado.

Resultaria adecuado indagar con profesores en ejercicio acerca de como utilizan el libro
de texto en el aula, el papel que cumplen las distintas representaciones en el aprendizaje
del concepto de punto critico, y como intentan solventar el caracter eminentemente
estatico de algunas de ellas.

Las diferentes versiones que hemos encontrado en cuanto a la definicion de los puntos
criticos, sugiere hacer un estudio mas afinado de tipo epistemoldgico y metodoldgico.

Nuevas cuestiones.

Estudio de la influencia de los libros de texto en la adquisicion de los conceptos
relativos al Anélisis Matematico.

Uso que se hace en el contexto escolar tanto por parte de los profesores, como por parte
de los alumnos, de los diferentes tipos de sistemas simbolicos de representacion.

Adecuacion de cada una de las representaciones, tanto desde el punto de vista expresivo
como del contenido matematico al nivel del alumnos y como se produce el aprendizaje
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en la utilizacion de las mismas, lo que equivale al dominio de un campo de problemas y
de las técnicas de elaboracion de datos, via estas representaciones.

e Evaluacion de los libros escolares mediante las caracteristicas tanto del lenguaje como
de las representaciones que estan presentes en ellos.

Como reflexion final, el trabajo que se presenta en esta memoria, nos ha permitido
entresacar algunas de la caracteristicas de la ensefianza de los puntos criticos en la
educacion secundaria, establecer sus limitaciones y avanzar posibles alternativas en cuanto
a la planificacion de su ensefianza. Hemos visto cual ha sido al evolucién de esta ensefianza
desde el primer libro de texto que se escribié en relacion con el Andlisis Matematico y
como se ha enfocado la ensefianza de los conceptos relativos a los puntos criticos a pesar de
las modificaciones en los sucesivos planes de estudio. Esto nos ha permitido realizar una
revision historica acerca de la nocion de puntos criticos y de los sistemas simbolicos que se
han utilizado para representarlos. Hemos visto los diferentes problemas que han ido
surgiendo en los periodos correspondientes a la ensefianza del Analisis Matematico, asi
como otras formas de representacion, fundamentalmente definiciones y representaciones
graficas y simbdlicas.

Esperamos que nuestro trabajo haya contribuido a caracterizar, delimitar, analizar y
clarificar una parte del campo conceptual del Pensamiento Matematico Avanzado, y en
particular lo referente a los puntos criticos.
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